ECE1 Correction Devoir maison n°7 2019-2020

Correction Devoir maison n°7

Exercice 1
On donne les approximations suivantes qui vous serviront au cours de l’exercice :
In(2) ~ 0,69 In(3) =~ 1,10 22In(2) — 14 ~ 1,25 22In(3) =23 ~ 1,17

1

—~0,80
2In(2) —14

— ~ 0,86
22In(3) — 23
Préliminaire : Polynéme et étude de signe

Soit P(X) = X? — 6X2 + 11X — 6.

1. On effectue

X3 —6X?2 4+11X -6 X -1
— (X? —X?) X2 -5X+6
—5X?2 +11X -6
— (—5X? +5X)
6X —6
—  (6X —6)
0

2. D’aprés la question précédente, P(X) = (X — 1)(X? —5X + 6). On étudie alors le polynome X? —
5X + 6. Son discriminant est A =25 — 24 = 1. On a alors deux racines

—1
x=2"1ly o x=2tl g
2 2

Le polynome P se factorise alors

P(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3).

3. Premiérement, on a

2P(e”)  2(e¥ — 6e* + 11e* — 6)

er er
2P x 3z 2x x 12
G PPV
er er er er er
2P(e")

= 2e% — 126" +22 — 1277

Deuxiéemement, en utilisant la forme factorisée du polynéme P, on a

2P(e")  2(e” —1)(e” —2)(e” — 3)

er er

On a donc 'égalité :

2(e” — 1)(e” — 2)(e” — 3)

2% — 12e% 4+ 22 — 12¢7% =
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4. On a Vx € R,e* > 0, on étudie donc les 3 autres expressions.
e"—1>0 e’ —2>0 e —3>0
e’ > 1 e’ > 2 e’ >3
x>0 <z > In(2) <=z > In(3)
On dresse le tableau de signe de 2e%* — 12e* 4 22 — 12e7% :
x —00 0 In(2) In(3) +00
Signe de e*—1 — 0 + + +
Signe de e*—2 — — 0 + +
Signe de e*—3 — — — 0 +
Signe de

2e%* — 12¢* 4 — 0 + 0 — 0 +

22 — 12e7*

Etude d’une fonction

On pose v :x — e** —12e* + 220+ 12e et h: x —

1
v(z)
1. Etude de v.

(a) On calcule

v(In(2)) = 2@ —12e"® 4 221n(2) + 12¢~
=2 —24+22In(2) +6
= 22In(2) — 14

v(ln(?))) — 62111(3) _ 1261H(3) +99 1Il(3) 4 12¢” In(3)
= 3% — 36 +22In(3) + 4
=22In(3) — 23

On a donc v(In(2) = 221In(2) — 14 et v(In(3)) = 221n(3) — 23.

(b) On a
o e’ x e
— e (1- 1207 4 22 4 1207
e X
Or lim e®= lim e =0et lim % = 0 par croissance comparées. Enfin,
T—+00 T—+00 T—+400 4T
lim e?** = 400 donc
T—+00

lim v(z) =400
T—>+00
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On a également

2x e e T
v(x) = e (e — 12—+ 227 1128 )
e * e e

=e 7 (e“ — 12e** + 222e" + 12)

Or lim e* = lim e*®* =0 et lim xe® = 0 par croissance comparées. Enfin,
T—r—00 T—>00 Tr—r—00
lim e ™ = 400 donc

T—r—00

Jim 1) = 40

(¢) La fonction v est dérivable sur R en tant que somme et composée de fonctions dérivables sur R

et
Ve € R, o/(x) =2e* —12e" +22 — 12¢7*

En utilisant les questions précédentes et v(0) = 1, on trace le tableau de variation

x —00 0 In(2) In(3) +o0
Signe de v'(z) — 0 + 0 - 0 +
o ~ 1.25
el N

(d) D’apres le tableau de variation précédent,

Vo e R, v(z) > 0.

2. Comme pour tout réel z, v(z) > 0,

| Le domaine de définition de & est R. |

3. La fonction h est dérivable sur R en tant que quotient de la fonction v (qui ne s’annule pas). On a

alors
v' ()

v?(x)

VeeR, h(z)=-

Comme v?(x) est strictement positif, la dérivée de h est du signe contraire de la dérivée de v. Enfin,

on a 1 1
lim A(z)= lim —— =0, et lim h(z)= lim =0
T—>+00 r——+00 U(ZL‘) T——00 T——00 U(fl})
x —00 0 In(2) In(3) +00
Signe de v'(z) — 0 + 0 — 0 +
Signe de h'(x) + 0 - 0 + 0 -
1 ~ 0.86
Variations \
0 ~ 0.80 0
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Exercice II - Obligatoire pour les groupes 2 a 11

1. Soit # € R. L’expression f(z) existe si et seulement si 22 —4 # 0, c’est-a-dire si et seulement si x # 2
ou —2. | Conclusion : Dy =R\ {-2,2}

2. — L’ensemble de définition de f est symétrique par rapport a zéro : si x # —2 ou = # 2, il en est
de méme pour —zx.

— Soit x € Dy. On a :

Conclusion : f est paire.‘

3. function y=f(x)
y=x"2/(x"2-4);
endfunction

x=2.01:0.01:10;

y=feval(x,f);

plot(x,y);

Attention au fait que f n’est pas définie en z = 2 : c’est pour cela que la premiere abscisse calculée
dans le programme précédent est 2.01.

4. Soit = €]2,+00[. Raisonnons par équivalences :

LL’Q

1 1
flz)>1 <~ PR
2
<— —1>0
2 —4
x? — (2% — 4)
= ———72>0
2 —4
<— = >0

Cette derniere inégalité est clairement vraie donc la premiere 1’est aussi.

Conclusion : pour tout réel x > 2, f(z) > 1.

5. Soit y €]1, +o0[. Résolvons I'équation f(z) =y d’inconnue = €]2, +00] :

2

x
= P =
flx) =y poany it
— 2% =y(2? —4)
— 2’ =yr® -4y
— 22 —yr® =4y
— 2X(1-y) =—4y
—4y 4y
2
— =—=— 1
U, Ty (y#1)
4y
= =] —— car x > 0
y—1
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Vérifions que = €]2, +00[ en raisonnons par équivalences :

4 4
”7?/1 >2 = 7y1 >4 (stricte croissance de x — /z sur R)
Y- Y-

— dy>4y—1) (y—1>0)

— 0>-4

La derniere inégalité étant vraie, la premiere 'est aussi.

Pour tout y €]1, +oo], I"équation f(z) =y d’inconnue = €]2, +oo[ admet une unique solution définie
par :

7t 1 4oo] — ]2, +0o0]

Conclusion : f est bijective de ]2, +o00[ sur |1, +o0o[ et on a . 4y
y —

Exercice 1II - Obligatoire pour les groupes 1 a 5
On définit pour tout entier naturel n non nul, le polynéme P, par : Py(X) =2 et ¥n € N,
P, (X) = XBP;L(X) +(2-3(n+ 1)X2)PR(X) (1)

1. Etude des polynomes
(a) On a pour tout n € N,

Poi1(0) =0+ (2= 0)P,(0) = 2P, (0)

La suite (P,(0))nen est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 2. On a alors

Vn e N, P,(0) = 2 x 2n = 2n+!

(b) On a Pj(X) =0 et donc

Pi(X)=X3x Py(X)+ (2 - 3X*)Py(X)
=2x(2-3X?)

Py(X) =4-6X2

En utilisant la méthode du discriminant, ou par calcul direct, on obtient,

2 2
Les racines de P; sont \/; et —\/; .

(¢) On a P{(X) = —12X et donc

Py(X) = X3P|(X) + (2 - 6X?*)P,(X)
= —12X* + (2—-6X%)(4 - 6X?)
= —12X*+8—12X2% — 24X2 + 36 X*
=24X* —36X%+38
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Afin de déterminer ses racines, on va poser Y = X2 On a
24X* — 36X + 8 = 4(6Y* — 9Y + 2)
On étudie les racines de 6Y? —9Y + 2. Le discriminant est A = 81 — 48 = 33 et donc les racines

sont
9+ +v33 9 —+33
R L VA i A
12 12

Comme 9 — /33 > 0, on a quatre racines pour P,

[9+/33 \/9+\/§ \/9—@ ) 9—/33
e — — —_— 7e —_— —
12 12 12 12

(d) On montre les propriétés suivantes &, : {#2, est de degré 2n}.

— Initialisation : P, est de degré 0 donc la propriété &, est donc vraie.

— Heérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc &2, un polynéme
de degré 2n.

— P! est de degré 2n — 1 et donc X3P/ est de degré 2n + 2.

— P, est de degré 2n et (2 — 3(n + 1)X?) est de degré 2 donc (2 — 3(n + 1)X?)P,(X) est
de degré 2n + 2

P, étant la somme de deux polyndéme de degré 2n + 2, c’est un polynéme de degré au

moins 2n+2. On s’intéresse a son coeflicient dominant. Si on note a,, le coefficient dominant
du polynome &, alors

api1 = 2na, — 3(n+ 1)a, = —(n+ 3)a, # 0

— Conclusion : ’Pour tout n € N, Le polynéme &7, est de degré 2n. ‘

2
2. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = —36_1/5”2
x

(a) La fonction f est dérivable sur R* en tant que produit et composée de fonctions dérivables

—6 2 2
Vo € R*, f/<$> = ﬁeil/zﬁ -+ ﬁ X 5671/12.
_ —6.7)2 + 4671/m2

16

De méme, f’ est dérivable en tant que produit, composée et quotient de fonctions dérivables
sur R*.

—12 6 _ 625(—622 +4 s —6224+4 2 2
Ve e R,  f'(z)= X v (=6a” + )efl/x—i-xi—i_x—e’l/‘”.

12 26 3
4 2 2 2
_ 1227 — 6x9(—6x + 4>e*1/”2 N —12x9 + 8671/962.
x T
_ —122* 362" — 242° — 1207 +8) e
2Uat — 3607 +8 0
= e
29
P P
On a finalement f'(x) = #e‘l/ﬁ et f’(z)= @e‘l/ﬁ
T T
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(b) On calcule les limites,

2

lim — =0 et lim e/ =0 donc lim f(z)=0
z—doo 13 T—Fo00 r—Fo00

lim f(z) = lim 2y*2e ¥ =0 (par croissance comparée)
z—0 Yy—r—+00

D’apres les questions précédentes, on déduit

z —00 — 2 0 2 400
3 3
Signe de f'(x) - 0 + + 0 -
0 0 3
. T 3 — o[ [2) s
Variations de f 9 3 =y 9/ €
(c) On détermine la convexité en regardant le signe de f”. D’apres la question 1.c
. e _\/9 +/33 \/9 -V33 \/9 —V33 (9433
12 12 12 12
Signe de f”(x) + 0 - 0 + + 0 - 0 +
. 9++v33 9—-+v33 9—+v33
La fonction est donc convexe sur | —oo, — 1 | T 01, sur |0, BT

et sur

9+ 33
Ve

(d) On conjecture

. Elle est concave sur les autres intervalles.

* n Pn(ﬂf) —1/22
Vo € R*, fW(z) = pTETIL 1/e®,

Py
(e) On montre les propriétés suivantes &2, : {V:U e R*, fM(x) = 5 (2)6—1/9@2}_
x n

P
— Initialisation : f(©) = f et Vo € R*, f(z) = :mel/xQ donc la propriété F, est donc
. x
vraie.

— Heérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc la formule pour

la dérivée neéme de f. f(™ est alors dérivable en tant que composée, produit et quotient de
fonctions dérivables et

_ Pl(x)2 ) = 3(n+ 1D)a* PP (x) e | Pa(z) 2
- 26046 € nt3 T 3
3n

Vi € R*, f(n+1) (ﬂf) —1/22

23
On simplifie le premier quotient par x

Pl (2)2® = 3(n + 1)a*Py(x) + 2P, () ),
- 3046 €

_ Pn+1(l’) e—l/m2
- 3(n+2)

La proposition &1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (£2,) est
héréditaire.
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P,
— Conclusion : | Pour tout n € N, Vo € R*, f("(z) = X (fl))e_l/l’?.
€T n

3. En scilab, un polynome peut étre modélisé par une matrice ligne ne comportant que les coefficients
du polyndme. Ainsi la matrice [2,3,5] correspondra au polynéme P(X) =2+ 3X + 5X2.

(a) La matrice [1,0,2,4] correspond au polynoéme ‘ 14+2X2+4X3 ‘

(b) La matrice correspondant a | P;(X) est [4,0, —6]|.
La matrice correspondant a | Py (X) est [8,0, —36,0,24] |

(¢) La matrice sera de |taille n + 1

(d) Compléter la fonction suivante qui pour un polynéme quelconque, permet d’obtenir le polynéme
dérivée :

function Q = derive(P)
n = size(P) \\permet d’obtenir la taille de la matrice P

if n==1
Q=1L[.0.]
else
Q = zeros(1,.n-1.)

for k=1 : .n-1.
Q(k) = .kxP(k+1).
end
end
endfunction

Exercice IV - Obligatoire pour le groupe 1

On désigne par n un entier naturel non nul et I’on se propose d’étudier les racines positives de I’équation
e = x"que 'on note (FE,). A cet effet on introduit la fonction f,définie par

falz) =1—2"e".

On a donc pour tout entier n, (E,) < f,(x) =0

1. Etude des racines positives des équations (E;) et (E»)
(a) On étudie les variations de f;. On a
fi(z) =1—ze™™.
La fonction f; est de classe C'! sur [0; +oo[. On calcule alors
Vi € [0; 400, fi(z) = —e " +ae ™ = (x— 1)
On calcule la limite de la fonction f; en 4o00.
xEr—Poo l—ze " =1

par croissance comparée.
La courbe représentative de f a donc une asymptote horizontale en +o00
On a donc le tableau de variation

Etude de fonctions, polynomes M Leboucher
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x 0 1 +00
Signe de fi(x) - 0 +
1 1
Variations \ /
de f1 e—1

On a
fo(z) =1—2%""

La fonction fy est de classe C'' sur [0; +o0[. On calcule alors
Vo € [0;4o0], folx) == —2we " +2%e “ =a (v —2)e
On calcule la limite de la fonction f; en 4o00.

lim 1 —2%*=1
Tr——+00

par croissance comparée.
La courbe représentative de fy a donc une asymptote horizontale en 400

iy 0 2 400
Signe de fi(x) | 0 - 0 +
1 1
Variations \ /
de f2 1— 4
62

Sur la courbe représentative de fi, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +o00, la tangente
horizontale en 1 et la tangente de pente —1 en 0.
Sur la courbe représentative de fy, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +o00, la tangente

horizontale en 1 et en 0
e—1

(Eh1) < fi(x) =0. Or le minimum de f; est > 0 et I’équation n’a pas de solution positive

e? —

o2
fonction carré est strictement croisante sur R™ et que me et 4 en sont éléments ).et I’équation
(E5) n’a pas de solution positive.

4
De méme (E3) < fo (z) = 0. Or le minimum de f5 est > (0 car e > 2 donc €? > 4 (car la

Le programme scilab s’écrit

function y = f(x,n)
y=1-x."n .% exp(-x)
endfunction

X = 0:0.01:5
plot2d(X,f(X,1))
plot2d(X,f(X,2))

Etude de fonctions, polynomes M Leboucher
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2. Etude des racines positives de I’équations (FEs)

(a) On a

fa(x) =1—ae"
La fonction f3 est de classe C'! sur [0; +o0o[. On calcule alors
Vo € [0;+oo, fi(x) = =322 "+ 2P " =2® (z —3)e "
On calcule la limite de la fonction f; en +o0.

lim 1—2%*=1
xr——+00

par croissance comparée.
La courbe représentative de f3 a donc une asymptote horizontale en 400

z 0 3 +00
Signe de fi(x) - 0 +
1 1
Variations \ /
de fg 27
63

27
Cette fois, comme e* < 27 alors 27/¢* > 1 et 1 — — < 0.
e

On a f3(2) =1—8/e* > 0 donc f3 est strictement positive sur [0, 2]
Comme f3 est continue et strictement décroissante, elle est bijective de |2, 3[ dans } 1— g, 1-— e% :

Or 0 appartient a cet intervalle donc I'équation (E3) < f3 (z) = 0 a une unique solution u sur
cet intervalle. (2 < u < 3)

De méme comme f3(4) =1—43/e* <0et f3(5) =1—53/¢® > 0, (F3) a une unique solution v
sur U'intervalle |4, 5[ et n’en a aucune sur [3,4] ni sur [5, +00|
Donc I'équation (FEs3) admet deux racines positives u et v telles quel < 2 <u <3 <4<v<5h

Soit la suite définie par la relation y,,1 = 31n(y,) et la condition initiale yg,01 3y est un nombre
réel strictement supérieur a u.

— u < Yo < v, alors par récurernce :
soit n € N tel que v < y, < v comme In est strictement croissante sur |0,+o0o| alors
3In(u) < 3In(y,) < 3ln(v)
Et comme u et v sont soutions de z° = ¢” < 3ln(z) = x alors on a 3In(u) = u et
3In(v) =wv
Donc u < Y41 <0
Et la propriété estvraie pour tout entier n.

— De méme par récurrence si v < yp, alors pour tout entier naturel n, v < y,.

— Signe?
Yn — Yn—1 > 0 <y, > yp1 < 3In(y,) > 3ln(y,_1) car la fonction In est strictement
croissante sur |0, +00[ et que y,_1 et y, en sont éléments; et finalement y,, — y, 1 > 0 <
Y1 — Yn > 0.

De méme pour =0 et pour < 0; Donc y,,11 — ¥, est du méme signe que y,, — y,—1 et par
récurrence du méme signe que y; — o

Etude de fonctions, polynomes M Leboucher
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Donc si yy < y; alors pour tout entier n, y, < y,+1 et si yo > y; alors pour tout entier n,

Un > Yn+1

— Or pour u < o < v on a, d’apreés les variations defy : f3 (y9) < 0 donc 1 — yje ¥ < 0 donc
¥ <y et comme In est strictement croissante sur |0, +oo| alors yo < 31n (yo) et yo < 1.
Donc si u < yg < v alors pour tout entier n : 4, < y,.+1 et la suite sera donc croissante.

— De méme si yg > v alors f3(yo) > 0 et la suite sera décroissante

3. Etude des racines positives de 'équation (E,) pour n > 3.

(a)

On a
fo(z)=1—2"e".

La fonction f, est de classe C' sur [0; +o0o[. On calcule alors

Vo € [0;4+00], fi(x)=-—naz"te "+ a"e " =" (x—n)e "

On calcule la limite de la fonction f,, en 4o00.

lim 1—z"e*=1
r——+00

par croissance comparée.
La courbe représentative de f,, a donc une asymptote horizontale en +o00

z 0 3 +00
Signe de fi(x) — 0 +
1 1
Variations \ /
de f3 1 — n"

Cette fois, comme n > 3 > e alors (n/e) > 1 et (n/e)” > 1" car n > 0 et la fonction puissance
n est donc strictement croissante sur R+

Donc f, (n) < 0.

Comme f,(1)=1-— i >0, f, > 0sur [0,1] et (E,) n’a pas de solution.

Sur |1, n[, la fonction f,, est continue et strictement décroissante. Elle est donc bijective de |1, n]
dans |lim,, f,;lim; f,[.

et comme 0 € }fn (n);1— H I'équation f, () = 0 < (F,) a une unique solution u, sur |1,n].
De méme sur I'équation f, (z) = 0 < (E,) a une unique solution v,,.

Donc I'équation (FE,) admet deux racines positives u, et v, telles que 1 < u,, <n < v,.

Pour déterminer le signe de f,(u,_1), on fait intervenir f, ;1 (u,—1) = 0 pour n — 1 > 3 donc
n>4:

Jn-1(tn—1) =1 — (un_l)”’1 e~ Un-1 — ()
Fotns) = 1 — ()" e
foltn—1) = fa(un—1) — fo_1(tn_1)

= (Un—1)n71 et — (Up_q) " et

= (up-1)" " e (1= up ) <0
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car 1 < wu,_1. Donc pour tout entier n >4 on a: f, (u,—1) <0
On a donc f, (U’n—l) <0=/u (un)

Et comme f,, est strictement décroissante sur [0, n] et que u, et u,—; (< n—1) en sont éléments
alors u,_1 > u,

La suite u est donc décroissante et minorée par 1. Elle est donc convergente. Soit L sa limite.
On a nln (u,) = u, donc In (u,) = u,/n et u, = exp (u,/n).

Unp .
Donc lim — =0et donc lim exp(u,/n) = 1.
n—-+oo n n—-+00

Finalement lim w, = 1.
n—-+4oo

On a comme pour u,

froe1(Un) = foo1 (vn) = fu (0n)
= (va)" e — (Un)n_l e

= (v,)" e (v, — 1) > 0

Donc f,—1 (vp—1) =0 < fu_1 (v,) . Et comme f,_; est strictement croissante sur [n — 1, 4+00[ et
que v, (>n>n—1) et v, jen sont éléments alors v, 1 < vy,.

La suite v est donc croissante

On pose pour tout réel x > 1: g(x) =x —In(z). g est dérivable sur |0, +oo|

Comme g est strictement croissante et continue sur |1, 400 alors g réalise une bijection de
J1, +00[ sur g(]1; +oo[) = ]1, +-00]
Elle a donc une réciproque.

On a (v,)" = €' donc en élevant & la puissance 1/n : v, = e'n/™
n n

vn /N
g(vn/n):%—ln<vn>zvn—1n<e )z%—ln(evn/">—l—ln(n)

n n n n
U’I’Z

= ;—v—i—ln(n):ln(n)

Comme v, /n € ]1,+o00[ ( car v, >n ) et que In(n) € |1, 400 (car n > e ) alors
g(va/n) =In(n) & — =g~" (In(n))

Or, comme y = g (x) — 400 quand  — +oo alors, par symétrie, x = g~ ! (y) — +oo quand
Y — +00.

Donc lim ¢! (In(n)) = +oo et donc

n—-+4o0o

. . . _1 .
i vn = A ng™ (In(n)) = oo
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